Twierdzenie Riesza — dualnosé LP 1 L4

Uwaga. Ponizsza seria zadan jest na podstawie artykutu Naoki Shioji Simple proofs
of the uniform convexity of LP and the Riesz representation theorem for LP. Mozna
tam znalez¢ szczegdtowe dowody, chociaz warto najpierw zmierzy¢ si¢ z nimi samemu.

Zalozenia. W ponizszych zadaniach (X, F), u) jest dowolna niepusta przestrzenia
z miara dodatnia p. Przestrzen LP(X) (z ustalonym wykladnikiem 1 < p < o00)
zawiera wszystkie funkcje mierzalne u: X — R, dla ktérych skonczona jest norma
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Zadanie 1. Okreslmy funkcje
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A:R? - R, A(xy, o) = 5

Sprawdzi¢, ze
o a(xry,x9) = 0, a réwnosé¢ zachodzi tylko dla z7 = xo;

o a(xy,xe) = 0 dla x1,x9 spelniajacych |x1|P + |22P = 11 |21 — 22| > 7, ze stala
6 > 0 zalezna od n > 0;

o a(xy,x9) = O(|z1|F + |22|P) dla x1, z2 spelniajacych |z1 — x| = n(|x1|P + |22]P),

ze stala 6 > 0 zalezna od n > 0.

Zadanie 2. Niech u,v € LP(X) oraz 1,6 > 0 jak w poprzednim zadaniu. Okreslmy
zbior

M =A{z e X : |u(z) —v(@)]” = nlu(x)]” + |v(@) ")}
Wykazaé, ze

[ Ju—ldu < o + 1o

op—
/ lu—v|P dp < a(u,v) du.
M
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Zadanie 3. Zalézmy, ze funkcje u,v € LP(X) spetniaja ||u||, [[v]| < coraz ||[u—v| =€ > 0.

Wykazaé, ze
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z pewna stala 6 = d(p,c,e) > 0.

Uwaga. Z powyzszej nier6wnosci wynika bezposrednio, ze przestrzen LP(X) jest
jednostajnie wypukta, to znaczy

Veso0 Jss0 <1=0 daul, o]l =1, [lu =2l > e

‘u—i—v

Zadanie 4. Dla q = z% zdefiniujmy
O: LX) — (LX), (D(u),0) == / wv dps.
X

Sprawdzi¢, ze jest to wlozenie izometryczne.

Strategia dowodu. Dla dowodu dualnosci LP i L? pozostaje wykazac, ze @ jest
na. W tym celu ustalimy funkcjonal F' € (LP(X))* i znajdziemy odpowiednig funk-
cje z LX) reprezentujaca ten funkcjonal. Do konstrukeji wykorzystamy metode
bezposredniq rachunku wariacyjnego dla

J: IP(X) = R, J(u):;/xlu\p dp — Fl(u).

Oznaczmy m := inf J; znajdziemy punkt, w ktérym to minimum jest osiggane.

Zadanie 5. Wykazaé nieréwnosé¢ J(u) > %Hu”p —||F|| - [|u]| i wywnioskowaé, ze m
jest liczbg skonczona.

Zadanie 6. Zdefiniujmy zbiory C, = {u € LP(X) : J(u) <m++} dlan=1,2,....
Sprawdzi¢, ze

e (, sa niepuste, C; D Cy, D C3D .. ;
e 7 nieré6wnosci z poprzedniego zadania wynika ograniczonos¢ Cf;

e funkcja J jest ciagta, a wiec C), sa domkniete;



e diam C,, — 0 — w tym celu mozna skorzystac¢ z nieréwnosci J(u), J(v) < m+ %,
J(UTM) > m i jednostajnej wypuktosci dla u,v € Cy;

e przeciecie () C, sktada si¢ z doktadnie jednego punktu.
Wywnioskowaé, ze istnieje doktadnie jedna funkcja v € LP(X), dla ktérej J(v) = m.

Zadanie 7. Niech v € LP(X) otrzymana wyzej funkcja, dla ktérej J osigga mini-
mum, a u dowolna funkcja z LP(X). Uzasadni¢ rygorystycznie ponizszy rachunek:

- - p—2 _
O—dt‘tzoj(v—i—tu)—/XM vu dp — F(u).

Wywnioskowaé, ze |v|P~2v € LI(X) jest szukang funkcja reprezentujaca funkcjonat
F e (LP(X))*.



Stabe topologie ogolnie

Definicja. Niech X bedzie zbiorem, a F rodzing funkcji f,: X — Y, w pewne
przestrzenie topologiczne (Y,, 7). Przez 7(X, F) bedziemy oznaczaé najstabsza (czyli
najmniejsza) topologie, dla ktorej wszystkie funkcje z rodziny F sa ciagte.

Zadanie 1. Wykazac, ze taka topologia istnieje, rozwazy¢ mianowicie czes¢ wspolng
wszystkich topologii majacych zadang wlasnosé. I upewnic si¢ wezesniej, ze nie mamy
do czynienia z pusta rodzina.

Przypomnienie. Niech S bedzie dowolna rodzing podzbioréw X. Baza topologii
generowanej przez S nazywamy rodzing B wszystkich skonczonych przecigé zbiordw
z S:

B={U:nU,n...AU: k€N, U €S}

Topologia generowana przez S nazywamy rodzine 7(X,S) wszystkich sum zbioréw
z B:

7(X,8) = {UUa: Ua € B}.
Mozna sprawdzié, ze istotnie jest to topologia (najstabsza topologia zawierajaca S).
< (U), gdzie

fo € FiU € 7, (czyli U jest otwartym podzbiorem Y, ). Korzystajac z minimalnosci
topologii 7(X, F) i 7(X, Sr), wykazaé, ze sie one pokrywaja.

Zadanie 2. Niech S bedzie rodzing wszystkich zbiorow postaci f-

Definicja. Rozwazmy przestrzen Banacha X i jej przestrzen dualng X*. Wéowczas:
o 7(X, X™) to staba topologia na X.

o 7(X*, X) to staba-x topologia (czyt. staba z gwiazdkq topologia) na X*; prze-
strzen X utozsamiamy tutaj z jej izometrycznym wlozeniem ¢(X) C X** za-
danym przez (i(z),z*) := (x*, x).

Do oznaczenia zbieznoéci w tych topologiach uzywamy odpowiednio symboli — i —.

Zadanie 3. Niech x( bedzie punktem przestrzeni Banacha X. Sprawdzi¢, ze baza
otoczen xy w stabej topologii jest rodzina zbioréw postaci

Us 01,0900 (T0) = {:1: € X :|pi(r) —p@o)| <edlai=1,2,..., k:}
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Sformutowac i udowodni¢ podobna charakteryzacje dla stabych-* otoczen zj; € X™.

Przypomnienie. Niech X bedzie przestrzenia topologiczng. Wowczas ciag x,, € X
zbiega do x € X, jedli dla kazdego otoczenia otwartego x € U istnieje n € N takie,
ze ¥, € U dla wszystkich m > n.

Definicja zbieznosci sieci (ciagdéw uogdlnionych) jest taka sama, ale sie¢ z,, moze by¢
indeksowana dowolnym zbiorem skierowanym w miejsce N (do tego jeszcze wrocimy).

Zadanie 4. Sprawdzi¢ nastepujaca charakteryzacje stabej zbieznodci:
Ty =1 <<= (p,ar) — (p,z) dla kazdego p € X".
oraz analogiczng charakteryzacje zbieznosci stabej-x.

Definicja. Przypomnijmy wlozenie izometryczne
it X — X (i(x), x*) = (2, x),

ktore kazdemu elementowi x przyporzadkowuje funkcjonat na X*, polegajacy na
ewaluacji w z. Przestrzen X nazywamy refleksywna, jesli i(X) = X**.

Zadanie 5. Wykazac, ze topologie staba i staba-* na X* pokrywaja sie wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest refleksywna.

Wskazéwka. Jedli funkcjonal ¢p € X** jest stabo-x ciagly, to przeciwobraz ¢ ~1((—1, 1))
zawiera zbiér postaci U, 4, 4, 4, (0) dla pewnych e > 01ix; € X. Wywnioskowad stad,
ze 1 € span(xy, ..., Tx).

Zadanie 6. Sprawdzi¢, ze staba topologia spetnia warunek Hausdorffa T5.

Zadanie 7. Wykaza¢, ze kazdy cigg stabo zbiezny x, — x w X jest ograniczony
W normie.

Zadanie 8. Sprawdzi¢, ze gdy dim X < oo, topologia staba pokrywa sie z topologia
NOTMOWa.

Zadanie 9. Wykazaé¢, ze kazde stabe otoczenie zera zawiera podprzestrzen skon-
czonego kowymiaru. Wywnioskowac, ze w przypadku dim X = oo jednostkowa kula
otwarta B = {z € X : ||z|| < 1} nie jest stabo otwarta, a norma || - || nie jest funkcja
stabo ciggly.



Stabe topologie w ulubionych przestrzeniach Banacha

Zadanie 1. Niech 1 < p < oo. Pokazaé, ze w przestrzeni (P staba zbieznos¢ ciagu
r — x jest rGwnowazna temu, ze cigg jest ograniczony i zbiega na kazdej wspot-
rzednej.

Zadanie 2. Wykazac, ze dowolna baza ortonormalna w przestrzeni Hilberta H jest
ciggiem stabo zbieznym do zera.

Zadanie 3. (zaklada znajomos$¢ twierdzenia Riesza) Dowiesé, ze w przestrzeni
C([0,1]) staba zbieznosé ciagu fr — f jest réwnowazna temu, ze ciag jest ogra-
niczony i zbiega punktowo.

Zadanie 4. ® Rozwazmy przestrzen ¢, ciagdéw rzeczywistych zbieznych do zera, jej
przestrzenn dualna ¢ = ' i dualna do tej (¢})* = (*°. Sprawdzi¢, ze ciag e, € (!
zbiega stabo-* do zera, ale stabo juz nie.

Zadanie 5. # (twierdzenie Schura) Wykazaé, ze w przestrzeni £ staba zbieznosé
ciggu jest rownowazna zbieznosci normowej.

Wskazowka. Przypusémy istnienie ciagu spelniajacego xp — 01 ||xy|| = 1. Dla otrzy-
mania sprzecznosci skonstruowaé¢ wedrujgcy garb: podciag y i ciag N, / oo takie,

VAS]
Nk_1

1 > 1
Sl < — oraz > |yk(j)| < == dlakazdego k=1,2,....
= 10 = 10

Zadanie 6. ® W przestrzeni ¢ rozwazmy zbiér A = {ne, : n € N}. Udowodni¢,
ze zero nalezy do stabego domkniecia A, a jednoczesnie nie istnieje cigg z, € A
zbiegajacy stabo do zera.

Wskazowka. Wykaza¢, ze do kazdego otoczenia bazowego 0 nalezy jakis element
postaci ne,.

Uwaga. Znajomo$¢ zbieznosci ciggéw nie pociaga za soba znajomosci topologii.
Istotnie, na ¢! istniejg dwie drastycznie rézne topologie, ktére wyznaczajg te sama
zbieznosé ciggdéw. A w ¢g stabe domkniecie zbioru zawiera nie tylko stabe granice
ciggow punktéw tego zbioru.

Zainteresowanych ograniczeniami stosowalnosci zbieznosci ciagoéw — jak i droga do po-
konania tych ograniczen — odsytam do skryptu poswieconego sieciom (ciagom uogol-
nionym).



Twierdzenie Kreina-Milmana — zroéb to sam

Niniejsza seria zadan pokazuje twierdzenie Kreina-Milmana w najprostszym przy-
padku przestrzeni R” ze standardowg struktura liniowa i topologiag. Ponizej zaktada-
my, ze K C R" jest niepustym zbiorem zwartym.

Zadanie 1. Niech A C K bedzie niepustym zwartym zbiorem ekstremalnym zbioru
K oraz v € R". Wykaza¢, ze zbior

XpA:={ze€A: (v,x—y)>0dlayec A}
rowniez jest niepustym zwartym zbiorem ekstremalnym zbioru K.

Zadanie 2. Kazdy zbiér ekstremalny A zbioru K zawiera punkt ekstremalny zbio-
ru K. W szczegolnosci sam zbiér K posiada co najmniej jeden punkt ekstremalny.

Wskazowka. Rozwazy¢ zbior X, ... X, A.
Zadanie 3. Wykazaé, ze jesli zbior K jest wypukty, to
K = conv(Extr K),

czyli K jest zbiorem kombinacji wypuktych swoich punktéw ekstremalnych.

Wskazéwka. Jesli p € K \ conv(Extr K), to istnieje wektor v € R™ oddzielajgcy p od
conv(Extr K). Rozwazyé¢ X, K.



Punkty ekstremalne

Zadanie 1. Niech X bedzie przestrzenia liniowo-topologicznag i zatézmy, ze V' C X
spelnia teze twierdzenia Kreina-Milmana, to znaczy V' = conv(Extr V). Uzasadnid,
ze dla kazdej ciggtej funkcji wypuktej ®: V' — R zachodzi

sup®(x) = sup P(z),
zeV rzeExtr V.

czyli optymalizacje ® mozna ograniczy¢ do punktéw ekstremalnych.

Zadanie 2. ® Dla kazdej z ponizszych przestrzeni rzeczywistych sprawdzi¢ podana
charakteryzacje punktéw ekstremalnych domknietej kuli jednostkowej {z : ||z|| < 1}.

L*(]0,1]): brak.
C([0,1]): funkcje state +1 1 —1.
¢o (ciagi zbiezne do zera, norma supremum): brak.

¢ (ciagi zbiezne, norma supremum): ciagi o wyrazach +1, od pewnego momentu
state.

(e) ¢1: ciagi postaci e, i —e,.
(f) ¢°°: ciagi o wyrazach +1.

Zadanie 3. Udowodni¢, ze nie istnieje taka przestrzenn Banacha X, ze X* = L'([0,1])
lub X* = C([0,1]). Przez réwnosé¢ rozumiemy tutaj izometryczny izomorfizm.

Wskazowka. Skorzystac¢ z Zadania 2.
Zadanie 4. Okredlmy 7T': ¢y — ¢ wzorem

T(.fl?l,.’ﬂg, T3, .. ) = (Z’l + T2, X1 + T3, Ty + T4y .. )
Znalez¢ wzoér na T~ i uzasadnié, ze przestrzenie cq i ¢ sg izomorficzne.

Zadanie 5. Pokazaé, ze nie istnieje izometryczny izomorfizm T': ¢y — c.

Wskazowka. Skorzysta¢ z Zadania 2.



Zadanie 6. Niech K bedzie zwarta przestrzenia metryczng, a f: K — K cig-
gtym przeksztalceniem. Oznaczmy przez My(K) zbiér probabilistycznych miar f-
niezmienniczych, czyli spelniajacych u(f~'(A)) = u(A) dla kazdego A. Sprawdzic,
ze jest on wypuktym i stabo-* zwartym podzbiorem M (K) = (C(K))*.

Zadanie 7. % Wykazaé, ze punkty ekstremalne zbioru M;(K') z poprzedniego
zadania to doktadnie miary ergodyczne, czyli miary niezmiennicze p o nastepujacej
wtasnodci:

WA+ [TH(A) =0 = u(A)e{01}.

Innymi stowy, miary niezmiennicze nie majace nietrywialnych zbioréw niezmienni-
czych.

Definicja. Funkcje u: Z™ — R nazwiemy harmoniczng, jesli

fz) = ;TLZf(xj:ei) dla z € Z",

czyli jej warto$¢ w kazdym punkcie jest $rednig wartosci w punktach sgsiednich.

Zadanie 8. (nieréwno$¢ Harnacka) Wykazaé, ze kazda nieujemna funkcja harmo-
niczna f: Z" — R spelnia

fl) < @)l f(y) dlaw,y ez,
gdzie ||v|ly = |v1] + ... + |vnl-

Zadanie 9. ® % Udowodni¢, ze kazda nieujemna funkcja harmoniczna u: Z" — R
jest stata.

Wskazowka. Rozwazy¢ przestrzen X funkeji f: Z™ — R z topologia indukowang przez
funkcjonaty postaci 0, (x € Z"), oraz zbiér K nieujemnych funkcji harmonicznych
u: Z" — R spetiajacych u(0) = 1.



Przestrzenie lokalnie wypukle

Definicje.

e Pdlnorma na przestrzeni liniowej X to funkcja p: X — [0,00) spelniajaca
p(Az) = |Ap(x) i p(xr +y) < p(z) + p(y). Przez kule B, (z, r) rozumiemy zbi6r
{ye X :ply—x) <r}.

e Jedli dana jest rodzina péinorm p, na X, definiujemy topologie 7(X, {p.}) na
X jako najstabsza (tzn. najmniejsza) topologie, w ktérej wszystkie pénormy
Do Sa ciagle.

e Przestrzen liniowo-topologiczna (X, 7) nazywamy lokalnie wypuklg, jesli daje
sie opisaé jako (X, 7(X, {p.})) dla pewnej rodziny péinorm.

e Rodzine potnorm p, na X nazywamy wystarczajgcg, jesli x = 0 jest jedynym

wektorem spelniajacym p,(z) = 0 dla kazdego a.

Zadanie 1. Wykazaé, ze baza topologii 7(X, {p.}) sa skoniczone przeciecia kul:

Ue oy vooipoy, (T) = {y €EX i pyly—z)<edai=12,... ,k}.

Zadanie 2. Sprawdzié¢, ze topologia 7(X,{p.}) spelmia warunek Hausdorffa T
wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina p, jest wystarczajaca.

Zadanie 3. Zaproponowa¢ rodzine pétnorm
e na C'(R), ktora zadaje topologie zbieznosci niemal jednostajnej;

e na C°(S!), ktéra zadaje topologie zbieznosci jednostajnej pochodnych dowol-
nego rzedu.

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze jesli d,: X x X — [0,00) jest ciagiem funkcji spetniaja-
cych nieréwnoéé trojkata, to

>, da(z,y)
d(x,y) == 27—
() ,; 1+ d,(z,y)



rowniez spetnia nierownosé trojkata.

Zadanie 5. Dana jest przeliczalna wystarczajaca rodzina poétnorm p, na X. Skon-
struowaé metryke na X, ktora indukuje topologie 7(X, {pa}).

Zadanie 6. Niech A bedzie dowolnym zbiorem, a X przestrzenia liniowg wszystkich
funkcji f: A — R. Rozwazmy na X:

e topologie 7(X, {p.}) indukowana przez pétnormy p,(f) = |f(a)| (a € A);

e topologie 7(X, {v,}) indukowang przez rodzine funkcjonatéw liniowych v,: X — R,

va(f) = fla);
e topologie produktows pochodzaca od izomorfizmu X = R4,
Sprawdzi¢, ze te trzy topologie sie pokrywaja.

Zadanie 7. Niech X bedzie przestrzenig liniowo-topologiczna i zal6zmy, ze zero
posiada baze otoczen otwartych B, o nastepujacych wtasnosciach. Kazdy zbior B,
jest zbalansowany (tzn. AB, C B, dla |[A| < 1), pochlaniajacy (tzn. Uysg ABa = X)
i wypukty. Wykazaé¢, ze X jest przestrzenig lokalnie wypukta.

Wskazowka. Kazdemu B, przypisa¢ poélorme p,, dla ktorej jest to kula jednostkowa.



Przestrzenie Frécheta

Definicja. Niech X bedzie przestrzenig liniowa z przeliczalng wystarczajaca rodzing
potnorm p,,. Definiujemy norme Frécheta

o = 3 27 Lol

n=1 1 +pn($)

(mimo ze nie jest to norma). Wowczas metryka d(z,y) = ||z — y|| indukuje topologie
(X, {pn})-

Jesli przestrzen (X, d) jest zupelna, nazwiemy ja przestrzeniq Frécheta.

Zadanie 1. Uzasadni¢, ze poza przypadkiem przestrzeni jednopunktowej X = {0}
norma Frécheta nigdy nie jest norma.

Zadanie 2. W przestrzeni liniowo-topologicznej (X, 7):

e 1, — x, jesli dla kazdego otwartego 0 € B C X mamy x, —x € B dla
dostatecznie duzych n;

e (x,) jest Cauchy’ego, jesli dla kazdego 0 € B C X istnieje N takie, ze z,—z,, € B
dlan,m > N,

e (X, 7) jest zupelna, jesli kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.
Wykazaé, ze zupelosé (X, d) jest réwnowazna zupetosci (X, {p,}).

Zadanie 3. Na C(R) rozwazmy rodzing pétnorm py,(f) = || f||ze((=n,n))- Sprawdzic,
ze zadaje to strukture przestrzeni Frécheta.

Zadanie 4. W przestrzeni Frécheta C'(R) rozwazmy funkcje f(z) = (1 — |z|)¥,
g(z) = 100f(x — 2), h = (f + g)/2. Sprawdzi¢, ze ich normy Frécheta spetniaja
£l =3, llgll = 1‘%01, IR > % Wykazaé, ze kula domknigta By(0, ) w metryce
d(x,y) = ||z — y|| nie jest wypukla.

Zadanie 5. Wykazaé, ze przestrzen Frécheta C'(R) nie jest normowalna, to znaczy
nie istnieje norma || - || na C'(R) spetniajaca

p(f) < Cullfl| dla f € C(R) i pewnych statych C, > 0.



Wskazowka. Z powyzszych nieréwnosci wywnioskowa¢ ograniczenie na tempo wzro-
stu f.

Zadanie 6. Na C*(S') rozwazmy rodzine pétnorm p,(f) = || f™||z~. Sprawdzié,
ze to réwniez jest nienormowalna przestrzen Frécheta.

Zadanie 7. Sprawdzi¢, ze dla dowolnego 1 < ¢ < oo rodzina pétnorm pa (f) = || f™|| e
na C>(S!) definiuje te sama przestrzeni Frécheta z poprzedniego zadania (w sensie
topologii, nie metryki).



Teoria dystrybucji

Terminologia. Dystrybucja T' € D’(Q2) to nic innego jak ciagly funkcjonat liniowy
T:D(Q) — R. Ciaglos¢ mozna wyrazi¢ poprzez warunek

Vicq awarty Inen Joso (T, 0)| < Cllollovk)  dla kazdego p € D(K).

Jesli mozna dobraé¢ wspolne N € N dla wszystkich zwartych K C €2, to najmniejsze
N o takiej wtasnosci nazywamy rzedem 7T

Kazdej funkeji f € Li.(Q) przypisujemy dystrybucje Ty € D'(2) dang wzorem

(Ty.0) = [ F@)e(e) de dlap € D(Q)

Dystrybucje dajace si¢ przedstawi¢ jako Ty nazywamy regularnymi, zazwyczaj nawet
utozsamiamy f i 7T7.

Moze si¢ zdarzy¢, ze wszystkie dystrybucyjne pochodne czgstkowe T réwniez sg re-
gularne, to znaczy 9,1y = T,, dla pewnych gi,..., g, € L .(Q). Wektor (g1, ..., gn)
nazywamy wowczas dystrybucyjnym (lub stabym) gradientem f. Dla zainteresowa-

nych — prowadzi to do pojecia funkcji klasy Sobolewa.

Zadanie 1. Dlaczego catka definiujaca T jest dobrze okreslona dla dowolnego
f e L (Q), anie tylko f € L'(2)? Dlaczego jest to dystrybucja, to znaczy funkcjo-
nal ciagly?

Zadanie 2. Funkcje klasy L _(€), a nawet miary Radona na ), wyznaczaja dys-
trybucje rzedu 0. Natomiast jesli dystrybucja 7' ma rzad N, to jej pochodna DT
ma rzad najwyzej N + |a.

Zadanie 3. Gdy T € D'(Q) jest dystrybucja, uzasadnié¢ ciagltosé¢ T i D*T dla
dowolnej funkcji ¢ € C*°(2) 1 multiindeksu a.

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze utozsamienie f z Ty ma sens: operacje na dystrybucjach
odpowiadaja operacjom na funkcjach. Mianowicie wykazaé, ze dla funkcji f, g € C1(Q)
iy e C>®(Q) zachodzi

Tf+Tg:Tf+g, Q/JTf:T¢f, 8in:T8if dla i = 1,...,n.
Uwaga. Z nastepnego zadania wynika, ze funkcja f € L () jest jednoznacznie

wyznaczona przez odpowiadajaca jej dystrybucje 7. To nadaje utozsamieniu jeszcze
wiecej sensu.



Zadanie 5. (podstawowy lemat rachunku wariacyjnego)
Jedli funkcja f € Ll (Q) spelnia

/Qf(:n)go(x) dz =0 dla kazdego ¢ € C°(Q),

to f=0.
Wskazowka. Rozwazy¢ ciag ¢ € C2°(2) przyblizajacy funkcje sgn f w odpowiednim
sensie.

Zadanie 6. Dystrybucja 7' € D'(R) zeruje sie po domnozeniu przez funkcje gtadka
x: T = 0. Wykazac, ze T = Ay dla pewnego A € R.

Wskazowka. Sprawdzié, ze zbiér {z¢ : ¢ € D} jest kowymiaru 1 w D.

Zadanie 7. Sprawdzi¢, ze wzor

<731, <p> = lim lcp(a:) dx
T

eNO Jjz|>e T

zadaje poprawnie zdefiniowana dystrybucje (P pochodzi od ang. principal value).
Wykazaé¢, ze ma ona rzad 1.

Zadanie 8. Wyznaczy¢ pochodng dystrybucyjna funkcji

fl ([L’) - 1‘2,

dl
fa(z) = {(1) dlz z ; 8: (funkcja Heaviside’a)
fs(z) =In|z|.

Zadanie 9. Sprawdzi¢, ze wzor

1 1
o) =i / d
<a:—l—z'0 S0> o o) de

zadaje poprawnie zdefiniowang dystrybucje. Wyprowadzi¢ wzér Sochockiego




Zadanie 10. Sprawdzi¢, ze delta Diraca nie jest regularna dystrybucja, tzn. nie
istnieje funkcja f € L .(R") spelniajaca

| F@)e(@) dz = ¢(0) dlag € CZ(R").

Wskazowka. Skorzystaé z podstawowego lematu rachunku wariacyjnego.

Zadanie 11. Wykazaé, ze jedli f € C(R™\0), f € L#1(R™\0) oraz V.f € L'(R™\0),
to V f jest dystrybucyjnym gradientem f na R".

Wskazéwka. Domnozy¢ funkcje testowa przez funkcje wycinajaca n,.(x) = n(x/r),
gdzie n € C*(B,y), n = 1 na By.

Zadanie 12. Obliczy¢ dywergencje dystrybucyjna pola wektorowego V' € L (R? R?)
zadanego przez

(1,1) x>0,y>0
(—1,1) r<0,y>0
V(zr,y) = (sgnzx,sgny) =
(z,y) = (sgnz,sgny) (C1-1) 220 y<0
(1,-1) x>0, y<0

Uwaga. Przez dywergencje rozumiemy sume dystrybucji 0,7y1 i 9,72, lub réwno-
waznie dystrybucje okreslona przez

(divV, ) == [ Viwy)- Volr,y) do dy.

Zadanie 13. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja niemalejaca, a p miara Radona,
dla ktérej f jest dystrybuanta, tzn. u((c,d]) = f(dT) — f(¢) (nazywamy ja miara
Lebesgue’a-Stieltjesa). Wykazaé, ze u jest pochodna dystrybucyjna f.

Zadanie 14. Splot dystrybucji w € D’ z funkcja testowa f € D definiujemy jako
funkcje

(f xw)(x) = (w,7=f), gdzie 7.f(y) = flz—y).
Sprawdzié, ze jest to funkcja gltadka i D*(f x w) = (D*f) * w = f * (D°w).

Zadanie 15. (rozwiagzanie fundamentalne)



Dany jest liniowy operator rézniczkowy o statych wspétczynnikach P(D) = Y, a, D®.
Wykazaé, ze jesli réwnanie P(D)w = 0y posiada dystrybucyjne rozwigzanie w € D',
to mozemy rozwigzywaé réwnania jawnym wzorem:

veD = wu=wvx*wrozwiazuje P(D)u = v w klasycznym sensie.

Zadanie 16. Znalez¢ rozwiazanie fundamentalne dla operatoréw 9,0, oraz A w R2.



Rozwigzania

Zadanie 3.

Rozwigzanie. Wystarczy sprawdzi¢, ze obie strony daja ten sam rezultat przy ewa-
luacji na wybranej funkcji probnej ¢ € D():

(T + T, 0) = (T, ) + (T, 0) = | f@)p(a) da+ [ g(@)o(a) da
=/Q z) +9(x)p(x) dr = (Tyiq, ) ,
(T}, 0) = (T7, ) = /fx 2)p(w) da = Ty, 0)
(0:T7,0) = = (T7.00) = = [ f@)dholw) dw = [ Oif(@)elw) dw = (Toz,0).

Zadanie 7.

Rozwigzanie. Warto zwrocié uwage, ze catka [z 2¢(z) dz jako taka nie jest dobrze
x

okreslona. Rozwazenie catki niewlasciwej pozwala nam jednak na wykorzystanie

zmiany znaku w otoczeniu zera. Przedstawmy mianowicie ¢ w postaci

+/ ©(0) + :16/01 ¢'(tx) dt.

Catka [,154 2o(z) dz nie budzi watpliwosci jako dystrybucja, wigc skupmy sie calce
po obszarze |z| < 1:

1 1 1 1
/ —p(z) de = / — (cp(()) + x/ o' (tz) dt) de = / / ¢ (tx) dt dz
e<|z|<1 X e<|z|<1 X 0 e<|z|<1 J0

Wiodacy wyraz zniknal dzieki nieparzystosci 1/x. Przejscie do granicy nie stanowi
teraz problemu:

| 1
P >:1‘ 2 o(z) d :/ )d / / ) dt d
< X v 51{.% |z|>e .’L’Sp(x) * |x|>1$ v -

Posta¢ ta pozwala tez tatwo sprawdzié¢ ciaglosé 77%. Istotnie, wynika z niej wprost,
ze

1 .
(P~.¢)| < 2ndiam K) - olloc + 2o

5



a wiec 77% jest rzedu najwyzej 1.

Pozostaje wykluczy¢ mozliwos$é, ze jest to dystrybucja rzedu 0. Skadinad mozna
wykazaé, ze dystrybucje rzedu 0 to doktadnie miary Radona, ale podamy bardziej
bezposredni argument. Niech n € C°([—2,2]) bedzie dowolng funkcja nieujemna,
dla ktérej n = 1 na (—1,1), wprowadzmy tez ciag funkcji pp(z) = arctg(kx)n(x).
Skoro supp i, € [—2,2] i [[¢k]|s < 5, to gdyby Pi bylo dystrybucja rzedu 0, ciag
‘<77%, 90k>‘ bytby ograniczony. Z drugiej strony, zamiana zmiennych y = kx pod calka
daje réwnosé

(PL o)) = (P arctgCnC/h),

a nieograniczonos¢ prawej strony tatwo wyprowadzi¢ z rozbieznosci catki [ % dx.

O

Zadanie 8.

Rozwigzanie. Tres¢ polecenia nalezy rozumie¢ jako: dla i = 1,2,3 scharakteryzowac
pochodng dystrybucji Ty, € D'(R) w mozliwie prosty sposcb.

Dla f; klasyczna pochodna to fi(x) = 2x. Z poprzednich zadan wiemy juz, ze taka
jest tez pochodna dystrybucyjna. Bardziej pedantycznie: (T, ) = Ta,.

Dla f5 wyznaczamy pochodng wprost z definicji:

[e.9]

(T7).9) = —(Tpel) = = [ ol =~ [ ¢@) de = ()| = (0)

Skadinad pokrywa sie to z dzialaniem delty Diraca &y (czyli miary). Okazuje sie wiec,
ze (TfQ)/ = (50.
Dla f; mozemy przeprowadzi¢ ten sam rachunek, ale po catkowaniu przez czesci
napotykamy problem z catkowalnoscia wokét zera (warto to sprawdzi¢ samemu!).
Zeby temu zaradzi¢, osobno catkujemy po obszarach |z| > ¢ 1 |z] < € (dla ustalonego
e > 0) i catkujemy przez czesci tylko po tym pierwszym:

() 0) == [ mlelg/@) do =~ [ mlelgf(@)dr— [ Inlelg/(z) da
T|=>e x|<e
1
= [ (@) dz = nfal¢ (@)~ nfale(0) |5 — [ Wnlelg() de
jo|>e T | <e
1
= [z #@) dr 4t mE)(p(e) —p(=<) — | eyl (@) dr



Jako funkcja gtadka o zwartym nosniku ¢ ma ograniczona pochodna, czyli |¢'| < C
dla pewnego C. Stad wynika [p(e) — ¢(—¢)| < 2Ce, w rezultacie drugi wyraz zbiega
do zera przy € — 0. W trzecim natomiast funkcja podcatkowa jest catkowalna (choé¢
nieograniczonal), wiec ten wyraz réwniez znika. Pozostaje wyraz pierwszy:

((Ty,); ) = lim ~o(z) dz.

e—0 lz|ze T

Innymi stowy, (T},) = P. Powyzszy rachunek stanowi réwniez kolejny dowod na
to, ze P% jest dobrze okreslona dystrybucja. ]



Transformata Fouriera

Definicja, podstawowe wtasnosci.

FI©) = 1) = [ e (@) da

R

£

(i0)*f (&) = F(x° f)(€)
(i) f(€) = F(°£)(€)

1 ; -1
Flihel)=rqerf o F

F(f(-—y) =eWwof

Odwracalno$¢ i twierdzenie Plancherela
Zadanie 1. Wykazaé, ze funkcja ¢ = F(e *") spelia réwnanie rézniczkowe zwy-

czajne
€

O =590, 90) = VR

Wywnioskowac, ze dla kazdego a > 0 zachodzi

—i{x,&) —alz|? . /2 7@
/Rde ¢ dr = (m/a)" e 4o

Zadanie 2. Dla funkcji Schwartza f € S(RY) oraz dowolnego ¢ > 0 wykazaé
tozsamosé

(2m) [ 9 fe) de = (ame) 2 (7w 1) ()

Wywnioskowaé, ze

fw) = @m) [ e fe) a

R4

Zadanie 3. Oznaczmy Ff(&) = Ff(=€). Sprawdzié, ze Ff = FFf, ?f = Ff oraz
FF=FF = (2m)did.



Zadanie 4. Wyprowadzi¢ tozsamosc¢
fo= [ fo  dafge SR,
R4 R4

Wywnioskowaé twierdzenie Plancherela: ||f|| reway = (21)%2| f]l L2 (ra)y-

Uwaga. Twierdzenie Plancherela pozwala przedtuzy¢ F: S — L? do ciaglego ope-
ratora F: L? — L*. W tym sensie tozsamo$¢ || f||z2a) = (2m)%?|| f|| 12 (rey zachodzi
dla dowolnego f € L*(R%).

Transformaty Riesza

Zadanie 5. Dla f € S(RY) oraz j = 1,...,d okreslamy transformaty Riesza

N
Rf:=F ( |§|}"(f)>.

Sprawdzi¢, ze

Y Rif=—F, ;O = —R; Ry Af, IR fll2may < [ f]l22(mey-

Zadanie 6. Wykazaé, ze dla f € S(R?) oraz j,k = 1,...,d zachodzi nieréwnosé
100k f | 12may < ([ A L2(ra)-
Te sama nierownos¢ otrzymaé przy pomocy catkowania przez czesci.

Zadanie 7. % Moze si¢ wydawac, ze rozumowanie z poprzednich dwdch zadan
pozwala wyprowadzi¢ oszacowanie ||0;0k f || r2may < ||Af||r2re) dla dowolnej dystry-
bucji temperowanej f € S'(RY). Gdzie to rozumowanie si¢ zatamuje?

Zadanie 8. Znalez¢ kontrprzyktad wérod funkeji gtadkich! Mianowicie podaé funk-
cje gtadky f € C(R?), dla ktérej Af € L2(R%), ale D*f ¢ L*(R?).



Norma Sobolewa

Definicja. Dla funkcji Schwartza f € S(R?) definiujemy norme Sobolewa

1f]

e = [ L+ RO de.

Zadanie 9. ® Sprawdzi¢, ze dla s € N zachodzi réwnowaznosé norm:

1A ~ Y [ 107 @) da

|a|<s

tzn. kazda ze stron jest ograniczona z gory przez druga z doktadnoscia do stalej
multiplikatywnej zaleznej tylko od d, s.

Zadanie 10. & Wykazaé, ze jedli f € H*(R?) oraz 2s > d, to norma ||f||L1(Rd) jest
kontrolowana przez || f|| gsgay. Wywnioskowaé, ze || f||peoray S || f]

Hs (Rd) .

Wskazowka. Przedstawi¢ f w terminach f (czyt. uzyé odwrotnej transformaty).

Zadanie 11. ® Wykazaé, ze jesli f € H*(R?) oraz 0 < s — 4 < 1, to

da
[f@) = fW S e =yl 72 If oy dlazy €RY

Zadanie 12. Wykaza(, ze jedli f € H*(R?) oraz s — ¢ > 1, to

[f (@) = FWI < e =yl - |1 /]

H (RY) dla z,y € R%



Zasada nieoznaczonosci (zob. blog Terence’a Tao)

Zadanie 13. Sprawdzi¢, ze jesli f € S(RY), to f € S(R?).
(w nastepnym zadaniu sprawdzimy, ze to najlepsze, co mozna uzyskac)

Zadanie 14. Wykaza¢, ze jedli funkcja f € L'(RY) ma zwarty noénik, to f jest
funkcja analityczna. Wywnioskowac, ze

fECPRY, f£20 = f¢C R

Zadanie 15. Wykazaé zasade nieoznaczonosci Hardy ego:

1/2 . 172 1 A
([alir@ras) - ([1ePF@F &) > SISl flze

Implikuje ona, ze funkcje f i f nie moga by¢ obie skoncentrowane wokot zera.

Wskazowka. Skorzystaé ze wzoru na catkowanie przez czesci
-, _
Sz == [T + 17,

nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza i twierdzenia Plancherela.


https://terrytao.wordpress.com/2009/02/18/hardys-uncertainty-principle/

Rozwigzania

Zadanie 1.

Rozwigzanie. Innymi stowy, funkcja g jest zdefiniowana jako g(§) = [ e~ g,
Wartosé g(0) = [e™** = /7 znamy skadinad. Pochodng obliczamy, rézniczkujac
pod znakiem cafki:

Zeby rozwigzaé to réwnanie rézniczkowe, zauwazamy, ze funkcja % +In g ma zerowa
pochodna, wiec jest stala. W polaczeniu z warunkiem ¢(0) = /7 daje to wzdr

9(€) = Vme S/

Przechodzac do drugiego wzoru, wystarczy podstawienie y = /ax pod calka:

4 1 iyg 1 g2
—ixé  —ax? _ 7/ —y? _ _ -5
e e dr = evae ¥ dy = a) = a-e da,
/ 7 y=7e0(E/Va) = \fx/
Mnozac d takich rownosci i korzystajac z twierdzenia Fubiniego, otrzymujemy ana-
logiczny wzoér dla R?. ]
Zadanie 5.

Rozwigzanie. Definicje R;f wygodnie jest zapisywac po stronie transformaty Fourie-
ra, to znaczy: .
i

I (€)-

Dwukrotne zlozenie R; daje dwukrotne domnozenie, wigc

Rif(€) =

21 () = ( ijff(é),

g
d &2 .
DR = =5 () = = f(9),
j=1 €2
skad po przylozeniu odwrotnej transformaty odczytujemy réwnosé R? f=-f.

5



Druga réwnos¢ mozemy potraktowacé podobnie, analizujac transformaty Fouriera ko-
lejnych ztozen:

8/8k\f(5) = ’ifj i€y - f(f) = —fjfkf(f)a
Zalalf —l¢? - £ (8),
F(=R;RAf)(€) = — (z@-/!fl) (i&x/1€)) (1€ F (&) = —&;& f (),

skad odczytujemy F(0;0,f) = F(—R;R;Af) 1 w konsekwencji teze.

Na potrzeby oszacowania przypomnijmy twierdzenie Plancherela. Sprowadza ono
sprawe do analogicznej nierownosci miedzy transformatami. Ta jednak jest trywialna
(zachodzi punktowo):

@m) 2| R f | 2ay = 1R f || 2qa) =

4/

L2(Rd) < Hf“LQ(Rd) = (27T)d/2”f“L2(Rd)'

Zadanie 6.

Rozwigzanie. Dowolng druga pochodng mozna otrzymac, aplikujac do laplasjanu
odpowiednie transformaty Riesza. Poniewaz s to kontrakcje na L?, otrzymujemy

10,0k fl2may = IR ReAf |l 2@ay < | ReAfll2@ay < |Af |l 2may-
To samo oszacowanie uzasadnimy teraz, wielokrotnie catkujac przez czesci.
/ (Af)? / Zaaf 9,0, f
- - /R 0 - 05031)
- 05 0,008
= /Rd %:aj@-f - 0;0.f

= [ 102

W szezegblnosci wynika stad nieréwno$é ||9;0, f 1|32 ®e) < |Af 12, (R4)-

6



Znikanie wyrazéw brzegowych najlatwiej uzasadnié dla f € C>°(R?), woéwczas mozna
sig ograniczy¢ do catkowania po kostce [— R, R]? na tyle duzej, ze f wraz z pochodny-
mi jest zerowe na jej brzegu. Uzasadnienie tego rachunku dla f € S(R?) pozostawiam

jako ¢wiczenie. O



Transformata Fouriera — dodatek
(nier6wnosé izoperymetryczna)

Nieré6wnoéé izoperymetryczna w R2. Jedli obszar Q C R? jest ograniczony
lipszycowska krzywa 0f2, to
09 > 470,

a rOwnos¢ zachodzi jedynie, gdy € jest kotem.

Oznaczenia i konwencje. Rozwazamy dodatnio zorientowana parametryzacje
v:[0,1] — 0Q o statej predkosci || = L = |09, oznaczamy g(t) = (z(t),y(t)).
Przypomnijmy podstawowe wtasnosci szeregéw Fouriera:
1 )
(k) = / v(s)e s dlak € Z
0

v(s) = }%@(k;)e%iks w L*(0,1)

v(k) = —2mik - o(k)

/ lw(s)]* ds = > |o(k)

kEZ

Ponizej znajduje sie dowdd nierownosci izoperymetrycznej pochodzacy od Adolfa
Hurwitza.

Zadanie 1. Wykaza¢, ze wielkos¢

1 1/t . .
A=y [ady = yde = 5 [ (@()i(s) — i(s)y(s) ds
o 0
jest réwna polu |2
Zadanie 2. Wykaza¢, ze

=Y 4m’k? (|E (k)P + (k) ?) ,

kEZ

A=Y 2mik (#(k)j(k) — 2(k)i(k)) .

keZ

Wywnioskowaé, ze L? > 4w A.
Wskazéwka. Warto zastosowaé tozsamosé |a =+ ib|? = |a|?> + |[b|? & i(ab — ab).

1



Zadanie 3. Przesledzi¢ dowdd nierdéwnosci i sprawdzi¢, ze réwnosé zachodzi jedynie
dla parametryzacji postaci

(2(s),y(8)) = (xo,y0) + 7 - (cos(s + 0),sin(s + 6)).



Algebry Banacha

Definicja i przyktady. Domyslnie wszystkie algebry sa nad C.

Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze kazda z ponizszych algebr jest algebra Banacha:

M, (F) — macierze n x n nad F z norma operatorowa i dziataniem mnozenia
macierzy (czyli sktadaniem operatoréw);

B(X) — operatory ciagte na przestrzeni unormowanej X z norma operatorowa
i dziataniem sktadania operatorow;

C(K) — funkcje ciagle na przestrzeni zwartej K z norma supremum i mnozeniem
punktowym,;

Cy(X) — funkcje ograniczone na przestrzeni topologicznej X z norma supremum
i mnozeniem punktowym;

A(K) — funkcje ciagte na zbiorze zwartym K C C holomorficzne w jego wnetrzu
z norma supremum i mnozeniem punktowym;

¢}(N) — funkcje sumowalne na N z normg ¢! i dziataniem splatania

fxgn)=>" fln—k)g(k);

keN

LY(R?) — funkcje catkowalne na R? z normg L' i dziataniem splatania

frg@) = [ fla= v dy;

R4

Co(R?) — funkcje ciagte na R? o zerowej granicy w nieskoticzonoéci z norma
supremum i mnozeniem punktowym.

Zadanie 2. Wykaza¢, ze jeSli B(X) jest algebra przemienna (tzn. xy = yx dla
wszystkich z,y € X), to dim X < 1.

Wskazéwka. Pokazaé¢ nieprzemienno$¢ B(R?).

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze jesli A jest algebra Banacha z mnozeniem (z,y) — zy,
to z mnozeniem (z,y) — yx roéwniez.



Zadanie 4. Niech A bedzie przestrzenig unormowang, a T: A x A — A przeksztal-
ceniem dwuliniowym. Sprawdzi¢ rownowaznosé

T jest ciggte = deso | T(z, )| < C|lz| - |lyl| dlaz,y e A.

Zadanie 5. Przyjmijmy oznaczenia z poprzedniego zadania. Sprawdzi¢, ze prze-
strzen liniowa A z norma ||z||r := C||z|| i T jako mnozeniem jest algebra Banacha.

Algebry unitarne.

Zadanie 6. Jesli algebra Banacha posiada element neutralny mnozenia e, to |le|| > 1.

Zadanie 7. Sprawdzié, ze pierwsze sze$¢ algebr Banacha z Zadania 1 to algebry
unitarne, to znaczy istnieje w nich element neutralny mnozenia e i ma on norme 1.

Zadanie 8. Sprawdzié, ze C? z norma || - i mnozeniem
p b [ee]

($17$2) ) (y17y2) = ($1y1,x1yz)

jest algebrg Banacha, ktéra posiada wiecej niz jedng lewostronng jedynke, ale zadnej
prawostronne;j.

Zadanie 9. Niech A bedzie algebrg Banacha nad K. Wprowadzmy jej rozszerzenie
A. := A® K (suma prosta przestrzeni liniowych) z mnozeniem i norma zdefiniowa-
nymi przez:

(X1 4+ Ae) - (x2 + Age) 1= 2129 + N2 + Aoy + AjAg,
[+ Ael| == |l + [A],
przy czym przez e oznaczamy jedynke w K. Sprawdzi¢, ze A, jest unitarng algebra

Banacha, ponadto
Ad>zx—x+0-e€ A,

jest zanurzeniem izometrycznym o domknietym obrazie.
Zadanie 10. Na nietrywialnej przestrzeni Banacha A zdefiniujmy trywialne mnoze-

nie x -y = 0 i rozwazmy ujedynkowienie A.. Sprawdzi¢, ze elementy postaci z +0-e
sg jedynymi nieodwracalnymi elementami w A..



Uwaga. Taka trywialng algebre mozna zrealizowac jako podalgebre macierzy M,,.

Zadanie 11. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka, a B(A) algebra operatoréw
ciagtych A — A. Oznaczmy operator domnazania z lewej L,(y) = xy. Dowiesé, ze

Aexw— L, € B(A)

zadaje izomorfizm A z pewng domknieta podalgebra B(A).

Uwaga. Tego izomorfizmu mozna uzy¢, by przenormowaé A i uzyskaé |le|| = 1.
Zadanie 12. Rozwazy¢ C? z norma | - ||, (1 < p < o0) i mnozeniem po wspohrzed-
nych

(xh@) : (917?/2) = ($1y1,x2y2)-

Sprawdzi¢, ze
a) jest to algebra Banacha z jedynka,
b) jedynka ma norme 1 wtedy i tylko wtedy gdy p = oo,

¢) norma ||z||o := || L.|| skonstruowana zadanie wyzej to po prostu norma oo.

Zadanie 13. Niech A bedzie algebra Banacha. Jedynkq aproksymatywng nazwiemy
ciag r, € A taki, ze z,y — y oraz yxr, — y dla dowolnego y € A. Wykaza¢,
ze jesli A posiada jedynke e, to powyzsze pojecie sie trywializuje: x,, jest jedynka
aproksymatywna wtedy i tylko wtedy, gdy =, — e.

Zadanie 14. Niech ¢ € C.(R%) bedzie funkcja nieujemna spetniajaca [¢ = 1.
Sprawdzi¢, ze ciag o, (z) = np(nz) jest jedynka aproksymatywna w algebrze L!(R?).
Wywnioskowaé stad, ze L'(R?) nie posiada jedynki.

Zadanie 15. Sprawdzi¢, ze algebra Cy(R?) nie posiada jedynki. Wykazaé, ze algebra
z dotaczona jedynka (Co(R?)), jest izomorficzna z algebra funkcji cigglych posiada-
jacych granice w nieskoniczonosci (z norma supremum i mnozeniem punktowym).

Spektrum, rezolwenta i promien spektralny. Caly czas zakladamy, ze A jest
algebra unitarna.

e Spektrum o(x) elementu x € A to zbidér tych A € C, dla ktorych element \e —x
jest odwracalny.



e Rezolwenta to funkcja R,(A\) = (Ae — z)~! okreslona dla A € C\ o(x).

e Promien spektralny to r(z) := max(|\| : A € o(x)). Mozna go wyznaczy¢
wzorem
r(x) = inf /||z?| = lim 1/ ||="||.
neN neN

Zadanie 16. Niech A bedzie unitarng przestrzenia Banacha, z € A oraz A\, i ¢ o(z).
Wyprowadzi¢ rownanie rezolwenty

(Ae =)™ = (pe —a)™ = (A = p)(he — x) " (pe — x) 7.

Zadanie 17. W unitarnej algebrze Banacha element x € A spelnia 2" = 0 dla
pewnego n € N. Wyznaczy¢ jego spektrum o(x) i rezolwente R,.

Wskazéwka. Wyrazi¢ R, (\) jako wielomian od z.
Zadanie 18. Ze wzoru na promien spektralny wyprowadzi¢, ze

a) r(zy) = r(yz);

b) r jest polciagle z gory, to znaczy

rp—aowA = r(z)>limsupr(zg);

k—oo
c) jesli x i y komutuja (to znaczy zy = yz), to

r(zy) <r(x)r(y), r@+y) <r(z)+ry).

Zadanie 19. Z wyktadu wiemy, ze dla ||z| < 1 zachodzi wzér
(e—x)t=> a"
n=0

Uzasadnié¢ go przy stabszym zatozeniu r(z) < 1.



Rozwigzania

Zadanie 4.

Rozwigzanie. Ponizszy dowod jest prawie identyczny z dowodem charakteryzacji cia-
glodci dla przeksztalcen liniowych A — A.

Na poczatek zalézmy, ze przeksztalcenie dwuliniowe T: A x A — A jest ciggle i
przypusémy, ze zadana stata nie istnieje. Wtedy dla kazdego n € N znajdziemy
Tn,Yn € A spelniajace

1
1T (@, y)l 2 —5 ll2nllllyall
Bez straty ogolnosci mozemy prayjaé ||, || = ||yall = £, wtedy 2,3, — 0 1 dzicki
ciagtosci T'(x,,,y,) — 0. Z drugiej strony, ||T(z,,y,)|| = 1, co prowadzi do sprzecz-
nosci.
Odwrotnie, przyjmijmy teraz, ze T spetnia nierownos¢ ze statg C'. Wowczas dla do-
wolnych ciggéw zbieznych x,, — x i y,, — y mamy

1T (2, yn) = Tz, )| S NT (@, yn) = T(@n, )| + 1T (20, y) = T2, y)
T (@ g = | + (1T (20 — 2, 9)
< Cllzalllyn = yll + Cllan — [llly]l,

co oczywiscie zbiega do zera. ]

Zadanie 11.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze z warunku ||zy| < ||z|/||y|| wynika ograni-
czono$¢ L,, a wiec operator L jest dobrze okre$lony. Ale wynika z niego nawet
| Lzl Bay < ||lz]|, & wiec samo L réwniez jest ograniczone: ||L|la_p) < 1. Latwo
sprawdzi¢, ze L jest homomorfizmem algebr z jedynka (to znaczy zachowuje wszyst-
kie dziatania).

Co wiecej,

€
Ly { i || = el llzell = llell Il
: (Hdl)” ’

wiec L okazuje si¢ by¢ izomorfizmem na swoj obraz. Z zupelnosci obrazu wynika
teraz, ze jest on domknieta podalgebra B(A). ]

[ Lzl Ba)y =



Uwaga. Gdy A jest algebra unitarna (czyli ||e|]| = 1), wykazane gérne i dolne
oszacowanie daje réownos¢ ||L.|pay = ||z||. To oznacza, ze A jest izometryczne z
domknieta podalgebra B(A).

W ogélnosci tak byé nie musi, mozna jednak przeciagnaé norme z B(A) i rozwazaé
llzllo := || Lz||B(a)- Jest to norma réwnowazna wyjiciowej, ale spetniajaca [le[|o = 1.



Przemienne algebry Banacha i C*-algebry

Przemienne algebry Banacha. W ponizszych zadaniach A jest przemienng uni-
tarng algebra Banacha, chyba ze napisano inaczej.

Zadanie 1. Ideal J C A jest wlasciwy wtedy i tylko wtedy, gdy jest roztaczny
z grupa elementéw odwracalnych G(A).

Zadanie 2. Jesli J C A jest ideatem, to domkniecie J réwniez. A jedli J jest
wlasciwy, to J tez.

Zadanie 3. Kazdy ideal maksymalny M C A jest domkniety.

Uwaga. Z powyzszego zadania wynika, ze iloraz A/M ma strukture unitarnej algebry
Banacha z dzieleniem, a wiec na mocy twierdzenia Gelfanda-Mazura jest to C.

Zadanie 4. Kazdy ideal wtasciwy J C A jest zawarty w pewnym ideale maksymal-
nym.

Wskazowka. Lemat Kuratowskiego-Zorna.



Charaktery. Gdy A nie ma jedynki, przez charakter rozumiemy niezerowy homo-
morfizm algebr xy: A — C.

Zadanie 5. Nie ma niezerowych charakteréw na M, (C) = B(C"). To jest nieprze-
mienne!

Zadanie 6. Pokazac¢, ze w algebrze Banacha (' (Z) (z dzialaniem splatania) wszystkie
charaktery sg postaci

("(Z) 3 a— Y a,2" dla pewnego z € S".

Wskazéwka. Wykorzysta¢ (£1)* = £, a nastepnie sprawdzi¢, co oznacza warunek
x(ab) = x(a)x(b).

Zadanie 7. % Pokaza¢, ze w algebrze Banacha L'(R) (z dzialaniem splatania)
wszystkie charaktery sa postaci

LY(R) > f /Rf(x)e_img dz dla pewnego £ € R.

Wskazowka. Jak w poprzednim zadaniu, ale dodatkowo sprawdzi¢ ciggtosé badanej
funkeji z L>*°(R).

Uwaga. W tym kontekscie zapis transformacji Gelfanda jako f (&) (gdzie £ reprezen-
tuje powyzszy charakter) nawiazuje do transformaty Fouriera.

Zadanie 8. Niech A bedzie przemienng algebrg Banacha (niekoniecznie z jedyn-
ka). Sprawdzi¢, ze kazdy charakter ¢ € A(A) przedtuza sie do ¢ € A(A,) wzorem
o(x 4+ Xe) = ¢(x) + Ae. Wykazaé, ze przy tym utozsamieniu

A(Ae) = A(A) U {poo},

gdzie charakter ¢ € A(A,) jest dany przez ¢(x + \e) = .



C*-algebry. Nastepne zadania dotycza C*-algebry, czyli (niekoniecznie przemien-
nej) unitarnej algebry Banacha wyposazonej w antyliniowe inwolucyjne dziatanie *
speliajace (ab)* = b*a*, e* = e oraz ||a*al|| = ||a|*.

Zadanie 9. W dowolnej C*-algebrze inwolucja a — a* jest izometria.

Wskazowka. Rozwazy¢ ||a*al|.

Zadanie 10. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Sprawdzi¢, ze algebra Banacha
B(H) wyposazona w operacje sprzezenia (T'z,y) = (z, T*y) jest C*-algebra.

Zadanie 11. Pokazaé, ze w C*-algebrze C'(K) (K — przestrzen zwarta) jedyne
charaktery to ewaluacje f +— f(z) zadane przez punkty = € K.

Wskazowka. Wykazaé, ze w przeciwnym przypadku dla kazdego x € K istnieje funk-
cja f € ker y niezerujaca sie w x, a nawet dodatnia na otoczeniu x. Doprowadzi¢ do
sprzecznosci z wlasciwoscia ker y.

Zadanie 12. Opierajac sie na poprzednim zadaniu, przekonac sie, ze przestrzen cha-
rakteréw A(C(K)) z topologia Gelfanda jest homeomorficzna z K. Ponadto trans-
formacja Gelfanda C'(K) — C(A) jest izometria.

Zadanie 13. % Niech X bedzie dowolng przestrzenig topologiczna. Wezmy A := C(X)
— przemienng C*-algebre funkcji ciaglych ograniczonych oraz X := A(A) — prze-
strzen zwarta charakterow na A. Wykazaé, ze przestrzen X wraz z wlozeniem

t: X — fX danym przez ((x) = ev, jest uzwarceniem Cecha-Stone’a przestrzeni X,

to znaczy posiada nastepujaca wlasnos¢ uniwersalng: dla dowolnego przeksztalcenia
ciggtego f: X — K w przestrzen zwarta K istnieje doktadnie jedno przeksztatcenie
ciggte Bf: X — K spetniajace Sf or = f.

Dla chetnych. Jesli przestrzen X jest normalna, to: : X — (X jest homeomorfizmem
na swoj obraz.



Rachunek funkeyjny na B(H)

Operatory normalne i samosprzezone. W ponizszej serii zadan H zawsze jest
przestrzenia Hilberta.

Zadanie 1. Jesli T € B(H) jest samosprzezony, to (T'x,z) € R dla dowolnego
z € H. Ponadto ||T']| = sup, = (T, ).

Zadanie 2. Udowodnié, ze operator T' € B(H) jest normalny wtedy i tylko wtedy,
gdy ||[T*z|| = ||Tx| dla wszystkich z € H. Wywnioskowaé, ze zachodzi wowczas
réwnoéé ker T = ker T* = (im T)*.

Zadanie 3. Operator p € B(H) nazywamy rzutem, jesli jest idempotentny, to zna-
czy p? = p. Wykazaé, ze w takim przypadku ponizsze trzy warunki sa réwnowazne:

a) p jest samosprzezony;
b) p jest normalny;

¢) p jest rzutem ortogonalnym.

Rachunek funkcyjny. W ponizszych zadaniach przyjmujemy, ze jesli T € B(H)
jest operatorem normalnym (czyli 7*T = T'T™), to ®r jest jego rachunkiem funkcyj-
nym.

Zadanie 4. (to zadanie nie korzysta wprost z rachunku funkcyjnego) Niech A bedzie
algebrg Banacha z jedynka.

e Dla a € A sprawdzi¢, ze element exp(a) = >0, % jest dobrze okreslony.

e Jesli ab = ba, to exp(a + b) = exp(a) exp(b).

e Jedli istnieje stata C' > 0 taka, ze ||ab]| < C||ba|| dla wszystkich a,b € A, to
A jest algebra przemienna.

Wskazéwka. Rozwazyé holomorficzng funkcje f(\) = p(e*be?), gdzie p € A*.

Zadanie 5. Niech T' € B(H) bedzie operatorem normalnym. Sprawdzi¢, ze T' jest
unitarny (czyli T*T = TT* = 1) wtedy i tylko wtedy, gdy o(T) C S'.
Wskazéwka. Rozwazy¢ funkcje g: o(T) — C dang wzorem g(\) = M.

1



Zadanie 6. Wezmy T € B(H) i oznaczmy |T| := VT*T. Pokazaé, ze istnieje
operator V' € B(H) spelniajacy

ViV = Pim|T\’ VvV = PimT
(czyli bedacy izometria z im |T'| na im 7', rozszerzona zerem na ker |T'|), a ponadto
T = V|T|. Sprawdzi¢, ze |T'| = V*T oraz T* = |T|V*.

Zadanie 7. Sprawdzié¢ z definicji, ze jesli T € B(H) jest normalny, to

Re(A) = (A =T)" = &y (Al_z) dla \ ¢ o(T).

Zadanie 8. Niech T' € B(H) bedzie operatorem normalnym. Sprawdzi¢, ze jesli
A C o(T) jest zbiorem borelowskim, to ®7(1,4) jest rzutem ortogonalnym.

Zadanie 9. Niech T" € B(H) bedzie operatorem normalnym, ktérego spektrum
da sie rozbi¢ jako suma o(7T) = K; U Ky dwoch roztacznych zbioréw zwartych.
Skonstruowaé¢ rozktad prestrzeni X na sume X = X; & X, dwoch ortogonalnych
podprzestrzeni takich, ze o(T'|x,) = K1 1 0(T|x,) = Ko.

Zadanie 10. Niech T' € B(H) bedzie operatorem normalnym, a ®7 jego borelow-
skim rachunkiem funkcyjnym. Zbiér borelowski A C o(T') nazywamy zaniedbywal-
nym, jesli ®7(1g) = 0. Sprawdzié, ze klasa zbioréw zaniedbywalnych jest zamknieta
na przeliczalne sumy i przechodzenie do podzbioru.



